
APLICACIONES DE LA DERIVADA. 

 
Rapidez de cambio 

 

                 La expresión     
x

xfxxf
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   representa el cuociente entre la variación de 

la variable dependiente (función) y la variación experimentada por la variable 

independiente, por este motivo se le denomina razón media de cambio de la función f(x), 

cuando se toma el límite a esta expresión en que Δx → 0, es decir la derivada, se le 

denomina también razón instantánea de cambio. 

 

 Este concepto se aplica también en cinemática al expresar la posición de un cuerpo 

con movimiento unidimensional en función del tiempo  x = x(t), en tal caso la razón 

instantánea de cambio de la posición, corresponde al concepto de rapidez instantánea. 
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Para encontrar entonces la razón de cambio se debe determinar en primer lugar la 

relación entre las variables mediante una función y posteriormente obtener su derivada. 

 

Ejemplo: 

 

Encontrar la rapidez de variación del volumen de un cubo con respecto a la longitud de un 

lado. 

 

Solución: 

 

Si la relación entre el volumen de un cubo (V) y la longitud de uno de sus aristas (a) es: 

 

V = a
3
    entonces obteniendo dV/da se tiene la variación, esto es:  V´ =  3a 

2
 

 

 

Ejemplo: 

 

Se vierte agua en un estanque cilíndrico de 2 metros de radio basal y 4 metros de altura a 

razón de 50 litros por minuto.  ¿Con que rapidez asciende el nivel del agua? 

 

Solución: 

 

Llamando h  a la altura del nivel de líquido en cualquier momento, se puede expresar el 

volumen del contenido en función de h de la forma:    V = π r
2
 h  despejando h se tiene: 

 

h = 
2r

V


     en que π y r son constantes, luego derivando resulta:  

dt

dV

rdt

dh
2

1


  

pero dado que ingresa agua a razón de 50 litros por minuto (dV/dt) entonces: 
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Ejercicios: 

 

1. Encuentre la rapidez instantánea de variación del área de un triángulo equilátero con 

respecto a su perímetro. 

      Sol.:  P
dP

dA
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2. Un hombre de 1,8 metros de altura se encuentra cerca de un poste con su luz 

encendida a 4 metros de altura, si el hombre se aleja del poste con una rapidez de 0,5 

m/s.  ¿Con que rapidez se alarga su sombra? 

 Sol.:   sm
dt

dS
/41,0  

 

3. Una escalera que tiene una longitud L (m) está apoyada en una pared, si su punto de 

apoyo con el suelo resbala alejándose de ella con una rapidez de 0,6 m/s, ¿Con que 

rapidez descenderá el punto de apoyo en la pared cuando el extremo en el piso esté a 

1,5 m de la pared? 

 Sol.:   sm
dt

dy
/346,0  

 

Máximos y mínimos de una función 

 
Definición:   Decimos que f(c) es el valor máximo absoluto de una función f en un 

intervalo (a,b) que contiene a c, si  f(c) ≥  f(x)   x   (a,b).  De manera análoga se 

define un valor mínimo absoluto de una función en su intervalo. 

 

Teorema:    Diremos sin demostración que si f(x) es continua en un intervalo cerrado 

[a,b], entonces f(x) tiene un máximo y un mínimo en [a,b] 

 

 

Extremos de una función. 

 

 

  f(x)           A                                                      C                                                                    
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Sea f(x) una función continua en el intervalo [a, f], en este intervalo, la función presenta 

dos valores máximos en A,  C (f(a), f(c)) y un valor mínimo en B (f(b)), se conocen como 

máximos absolutos.   Los puntos D, F corresponden a mínimos en su entorno y por lo tanto 

son mínimos relativos, análogamente E que corresponde a un máximo relativo. 

 

Definición 

 

Decimos que f(c) es un máximo relativo de una función f si existe un intervalo abierto (c – 

ε, c + ε), con ε >0, tal que f(x) está definida y f(x) ≤  f(c),   x  (c – ε, c + ε). 

 

Decimos que f(c) es un mínimo relativo de una función f si existe un intervalo abierto (c – 

ε, c + ε), con ε >0, tal que f(x) está definida y f(x) ≥  f(c),   x  (c – ε, c + ε). 

 

Teorema 
 

Sea f(x) una función continua en el intervalo abierto (a, b) y sea c un punto de este 

intervalo.  Si f(c) es un extremo de f, entonces f´(c) = 0 o bien no existe. 

 

Demostración 

 

Sea f(c) un valor máximo relativo de f, y supongamos que f ´(c) existe.  Entonces existe un 

intervalo abierto (c – ε, c + ε),  con ε >0 tal que   x ≠ c en este intervalo: 

 

(1)                                                f(x)  -  f(c)  ≤  0 

 

 



Cuando x  (c – ε, c):    (2)    x – c  < 0 

 

De (1) y (2) se sigue que   x  (c – ε, c)      (3)         0
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Por consiguiente:      0
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En forma análoga,    x  (c, c + ε)     (4)     x – c  > 0 

 

De  (1)  y  (4):         0
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          x  (c, c + ε)  y  f ´(c) ≤  0 

 

Puesto que por hipótesis f ´(c) existe, tenemos que de f ´(c) ≤ 0  y  0 ≤  f ´(c), se tiene que 

f´(c) = 0 o bien no existe.  La demostración es análoga cuando f(c) es un mínimo relativo 

de f. 

 

Un número c para el cual una función f está definida y para el cual f´(c) = 0 o f´(c) no 

existe, se llama un número crítico para f. 

 

 

 

Criterio de la segunda derivada para cálculo de los extremos. 

 

 

                    Así como la primera derivada mide la rapidez de variación de la función, la 

segunda derivada mide la rapidez de variación de la primera derivada, cuando la segunda 

derivada es positiva para un número c, significa que la primera derivada es creciente. 

 

                    Si f´(c) = 0  y  f´´(c) > 0, entonces f ´(x) crece, de valores negativos a valores 

positivos cuando x crece al pasar por c, es decir, f(c) es un mínimo relativo de f.   En forma 

semejante, si f ´(c) = 0  y  f´´(c) < 0, entonces f ´(c) decrece de valores positivos a valores 

negativos cuando x crece al pasar por c;  esto significa que f(c) es un máximo relativo de f.  

 

                   Supongamos que f´ y f´´existen en todo punto en un intervalo abierto (a, b) que 

contiene a c y sea f´(c) = 0.  Entonces: 

 

 1.   Si f´´(c) < 0,  f(c) es un máximo relativo de f. 

 2.   Si f´´(c) > 0, f(c) es un mínimo relativo de f. 

 

 

 

Ejemplo: 
 

Utilice el criterio de la segunda derivada para encontrar los extremos de la función 

indicada: 

                     f(x)  = x
3
 – 6x

2
 – 15x 

 

Solución: 

 

f´(x) = 3 x
2
 – 12 x – 15  =  0           Puntos críticos:    x1 = -1   y   x2 = 5 

 

f´´(x) = 6x – 12           f ´´(-1) = -18  <  0        en x1 = -1  se tiene un máximo de f. 

 

              f´´(5) = 18  >  0        en x2 = 5  se tiene in mínimo de f. 

 

 

 

 

 

 



Ejemplo: 
 

Un pedazo de alambre de 20 cm de largo se corta en dos partes; una parte se dobla para 

formar un cuadrado y con la otra se forma una circunferencia.  ¿Dónde se deberá hacer el 

corte para que la suma de las áreas del cuadrado y del círculo sea un mínimo? 

 

Solución: 

                                                                   L 

 

 

                                             x                                 L - x 

 

 

Con el primer segmento se construye el cuadrado cuyo lado medirá x/4, con el resto se 

construye la circunferencia en que el radio medirá:   2π r = L – x     
2

xL
r


  .   Las 

áreas, por lo tanto, medirán: 

Acuadrado =  2
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1
x         y        Acírculo  =    

4

)( 2xL
 

El área total será: 

Atotal  =  2
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La primera derivada del área total respecto de x, resulta:         )(
2
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Igualando a 0 y despejando el valor de x, queda:  
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La segunda derivada del área total respecto de x queda:   0
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Ad    lo que  

 

nos indica que es positiva  x, en consecuencia, el valor del área es un mínimo.  

Reemplazando en x el valor de la longitud del alambre: 20 cm       x =  11,2  cm 

 

Ejercicios: 

 

1. Utilice el criterio de la segunda derivada para encontrar los extremos de las 

funciones  indicadas:  

  

 a)    f(x)  =  2 x
2
 – 3 x + 7         b)    f (x)  =   (x + 1)

3
               c)   f(x)  =  

x
x

1
  

 

 Sol.:     a)   
8

47
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( f     mín.        b)    No existen extremos.      c)    f(1) = 2  mín.;     f(-1)= -2  máx. 

 

2. ¿Cuáles son las dimensiones de un campo rectangular de área dada que requiere la 

menor cantidad de cercado? 

 

 Sol.:     Un cuadrado 

 

 

3. Encuentre el volumen de la mayor caja que se puede construir de un cuadrado de 

cartón de 20 cm de lado cortando cuadros iguales en cada esquina y doblando los 

lados hacia arriba. 

 

 Sol.:    V =  
27

16
592   cm
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